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ДЛЯ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ЗАДАЧ З ВІЛЬНИМИ МЕЖАМИ 
Розроблену на основі синтезу числових методів комплексного 
аналізу та сумарних зображень методику математичного моделю-
вання фільтраційних процесів (процесів витіснення нафти) поши-
рено на безнапірний рух нафти у нафтоносному пласті-колекторі. 
Створено обчислювальну технологію розв'язування крайових за-
дач для розрахунку фільтраційного режиму у криволінійних, об-
межених лініями течії і еквіпотенціальними лініями, областях з 
вільною (невідомою) ділянкою межі. Розроблений алгоритм ав-
томатично вирішує проблему вибору вузлів і побудови динаміч-
ної сітки, знаходження невідомої ділянки межі, обчислення пов-
ної витрати і розрахунку поля величини швидкості. 
Ключові слова: математичне моделювання, числові ме-
тоди комплексного аналізу, квазіконформні відображення, 
методи сумарних зображень, фільтраційний процес, нафто-
носний пласт, область з вільною межею. 
Вступ. У попередніх роботах (див., напр. [1]) розроблено мето-
дику математичного моделювання квазіідеальних процесів витіснен-
ня вуглеводнів із нафтогазових пластів з використанням LEF-пластів. 
У цій роботі розглядається безнапірний рух рідини (нафти) у нафто-
носному пласті-колекторі, де п'єзометрична поверхня є вільною по-
верхнею. Задачі безнапірного руху (з вільними межами), здебільшого 
вивчаються у гідродинаміці та гідротехніці при розрахунках процесів 
фільтрації через ґрунтові греблі, притоку води до дрен, свердловин 
тощо. У видобуванні нафти безнапірний рух зустрічається значно 
рідше, ніж напірний, в основному, при шахтній чи кар'єрній розробці 
родовищ. Але розв'язування задач з вільними межами є значно скла-
днішим, ніж у випадках повністю заданих меж. На сьогоднішній день 
розроблені підходи до розв'язування таких задач лише для окремих 
випадків чи для геометрично простих областей. Окрім цього, ви-
вчення безнапірного руху рідини має велике практичне значення, 
оскільки такий рух є аналогічним до фільтрації газу [2–3]. 
Для математичного опису таких процесів і розв'язання відповід-
них задач використано розроблену раніше методику [4–6], яка базуєть-
ся на синтезі числових методів комплексного аналізу (конформних та 
квазіконформних відображень) [7] і сумарних зображень Г. М. Поло-
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жого [8]. При цьому, розв'язування задачі зводиться до обернення кон-
формного (квазіконформного) відображення даної криволінійної фізи-
чної області на відповідну область комплексного потенціалу з невідо-
мим параметром. Координати вузлів динамічної сітки розраховуються 
за числово-аналітичними формулами сумарних зображень, що дозво-
ляє на кожному ітераційному кроці враховувати вплив усіх граничних 
вузлів і, тому, прискорює досягнення спряженості шуканих гармоніч-
них функцій, а також дає змогу розпаралелити обчислювальний про-
цес. В результаті розв'язування задачі автоматично вирішується про-
блема визначення вузлів розрахункової сітки та побудови динамічної 
сітки, знаходження невідомої ділянки межі області і координат точки 
перетину її з заданою ділянкою та значення потенціалу (напору) у цій 
точці, обчислення повної фільтраційної витрати. 
Постановка задачі. Розглядається квазіідеальний процес у наф-
тоносному пласті (LEF-пласті [1]), який має залишкові підошовні 
поклади нафти, тиск над якою є атмосферним (тобто, надлишковий 
тиск дорівнює нулю). Для спрощення моделі вважатимемо процеси 
плоско-паралельними і розглядатимемо не просторову, а плоску за-
дачу. Така задача зводиться до розв'язування крайової задачі дивер-
гентного типу для криволінійної, обмеженої лініями течії та еквіпо-
тенціальними лініями, LEF-області з вільною межею. 
Область фільтрації будемо розглядати як криволінійну область 
zG  у комплексній площині  z x iy  , що обмежена кривими 
  *: , 0 AB z f x y  ,   **: , 0 DA z f x y  ,   *0 : , 0, B C z f x y   
*Cy y y  ,   *: , 0 CD z f x y  , Cy y , 0BB  — вільна (невідо-
ма) межа (крива депресії), ,B Cy y  — задані ординати точок B  і C  
відповідно, *x , *y  — шукані координати точки 0B  (рис. 1). 
 
Рис. 1. Схема LEF-області з вільною межею (а)  
і відповідної їй області комплексного потенціалу (б) 
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Як і в [1, 4–6], процес руху нафти описуватимемо рівнянням руху 
gradf     (законом Дарсі) та рівнянням нерозривності div 0  , 
де ( , ) i ( , )x yx y x y     — швидкість фільтрації, f н    — кое-
фіцієнт фільтрації,   — коефіцієнт проникності пласта, н  — динаміч-
на в'язкість нафти в пластових умовах, а для потенціалу швидкості 
 ,x y   задані умови: *AB  , *CD  , 
0
0
BB C DAn n
     , 
0
( )BB g y  ,  ** *H y y f x    ( n  — зовнішня нормаль до відповід-
ної ділянки межі області,  g y  — деяка монотонно спадна функція: 
    ** *,g H g y   , H  — ефективна товщина пласта). 
Задача на конформне відображення ( ) ( , )z x y     ( , )i x y  
області zG  на відповідну область комплексного потенціалу 
 :G i      ** ,    0 Q   ( ( , )x y   — функція 
течії комплексно спряжена до ( , )x y  ) з невідомим параметром — 
повною фільтраційною витратою y x
AB
Q dx dy     — має вигляд: 
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задачу на конформне відображення ( ) ( , )z z x     ( , )iy    об-
ласті G  на zG  отримаємо аналогічно [1, 7] і можемо звести її до 
вигляду: 
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Різницевий аналог задачі (2) при  g y y   отримаємо аналогіч-
но до [1], визначивши у G  ортогональну сітку   , :i jG    
,i i       0, 1;i m   j j    , 0, 1;j n   ,1m
      
,
1
Q
n
    , Nm n , де /      — конформний інваріант. При 
цьому, диференціальні рівняння, крайові умови і умови ортогональності 
ліній динамічної сітки до відповідних ділянок межі області апроксимує-
мо різницевими рівняннями: 
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 ** ,0 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0'( , )( ) ( ) 0,i i i i i if x y y y x x     (5) 
1, 1 , 1 1, 1 , 1 , , 1 , , 1( )( ) ( )( ) 0, 0, 1,i n i n i n i n i n i n i n i nx x y y x x y y i m                
де , , ,( , ), ( , ), ( , )i j i j i j i j i j f i jx x y y          , 
, 1 2 , 1 , , 1 ,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 
, 1 2 , , 1 , , 1(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 
1 2, 1, , 1 ,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 
1 2, , 1, , 1,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      . 
Конформний інваріант   отримаємо на підставі умови «конфо-
рмної подібності в малому» відповідних елементарних чотирикутни-
ків двох областей [7]: 
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, 
а невідому фільтраційну витрату Q наближено обчислюємо за фор-
мулою: 
 1nQ  
   . (7) 
Різницеві формули для визначення компонент вектора швидкос-
ті мають вигляд: 
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де  
, 1, 1, , 1 , 1 , 1 , 1 1, 1,( )( ) ( )( )i j i j i j i j i j i j i j i j i jJ x x y y x x y y             , 
0, 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 1, 0,( )( ) ( )( )j j j j j j j j jJ x x y y x x y y         , 
, 1 1, 1 1, 1 , 1 , , 1 , 1, 1 1, 1( )( ) ( )( )i n i n i n i n i n i n i n i n i nJ x x y y x x y y                , 
1, 1, , 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, ,( )( ) ( )( ),m j m j m j m j m j m j m j m j m jJ x x y y x x y y                 
,0 1,0 1,0 ,1 ,0 ,1 ,0 1,0 1,0( )( ) ( )( )i i i i i i i i iJ x x y y x x y y         , 
0,0 1,0 0,0 0,1 0,0 0,1 0,0 1,0 0,0( )( ) ( )( )J x x y y x x y y      , 
0, 1 1, 1 0, 1 0, 1 0, 0, 1 0, 1, 1 0, 1( )( ) ( )( )n n n n n n n n nJ x x y y x x y y            , 
1, 1 1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1( )( ) ( )( ),m n m n m n m n m n m n m n m n m nJ x x y y x x y y                    
1,0 1,0 ,0 1,1 1,0 1,1 1,0 1,0 ,0( )( ) ( )( )m m m m m m m m mJ x x y y x x y y            . 
Алгоритм числового розв’язання. Алгоритм розв’язання різ-
ницевої задачі (3)–(8) побудуємо з використанням методу сумарних 
зображень. Формули сумарних зображень, що є розв’язками рівнянь 
(3) при const  , мають вигляд: 
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де елементи матриці , , 1
n
j k j k
P p      обчислюються як 
,
2 sin ,
12 1j k
jkp
nn
   а елементи діагональних матриць 
1
ni i
k k
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ni i
k k
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Системи рівнянь для обчислення , , ,k k k ka b c d  мають вигляд: 
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де *,j kp ( , 1,j k n ) — елементи матриці *P , оберненої до Р,  
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В алгоритмі (аналогічно до [1, 7]) будемо поетапно фіксувати 
значення параметрів   (або Q), координат граничних та внутрішніх 
вузлів сітки G , використовуючи ідеї методу блочної ітерації. Задає-
мо кількості m та n вузлів розбиття сіткової області G , параметр  , 
що характеризує точність наближення розв’язку відповідної різнице-
вої задачі та бажаний рівень конформності відображення * , почат-
кові наближення координат граничних вузлів    0 00, 0,, ,j jx y  
   0 0
1, 1,, ,m j m jx y   
   0 0
, 1 , 1, ,i n i nx y   
   0 0
,0 ,0,i ix y . Обчислюємо методом сумар-
них зображень (9) відповідні початкові наближення координат внут-
рішніх вузлів     0 0, ,,i j i jx y , 1, , 1,i m j n   і знаходимо за формулами 
(6), (7) початкові наближення  (0) (0) (0), ,,i j i jx y   конформного інварі-
анту   та повної витрати Q. Далі уточнюємо координати граничних 
вузлів (4), (5) (даний граничний вузол на k-ому кроці підправляємо за 
умов, що фіксованими є навколишні та відповідні приграничні [7]). 
Нове наближення координат внутрішніх вузлів  ( 1) ( 1), ,,i j i jx y k k  
( 0, 1, k  — номер кроку ітерації) знову проводимо за формулами 
Серія: Технічні науки. Випуск 13 
73 
сумарних зображень (9), які, на відміну від сіткових ітераційних ме-
тодів, дозволяють відразу (за один крок без організації внутрішнього 
ітераційного процесу) отримати прийнятний розв'язок. Після цього, 
знову уточнюємо   та Q . Наприкінці кожної ітерації перевіряємо 
виконання умов стабілізації координат граничних вузлів. Визначаємо 
величину    2 2( ) ( 1) ( ) ( 1), , , ,,max i j i j i j i ji jS x x y y    k k k k  зміщення вузлів 
на границі за проведену k-ту ітерацію; якщо вона більша за  , то пе-
реходимо до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо 
ступінь конформності 2 21 2     отриманого відображення облас-
ті комплексного потенціалу на фізичну область, де 1 2,   — нев’язки 
апроксимацій умов Коші-Рімана: 
1, 1
(1) (1)
1 , , 1, 1, , 1 , 1, 1
max , ( ) ( );
n m
i j i j i j i j i j i ji j
x x y y              
1, 1
(2) (2)
2 , , 1, 1, , 1 , 1, 1
max , ( ) ( )
n m
i j i j i j i j i j i ji j
y y x x             . 
Результати розрахунку. Проведено розрахунки за описаним ал-
горитмом для областей (1)zG :   , : 0 , 0AD x y x l y    , 
  *, : ,CD x y y x l l x x     ,   , :AB x y  0, 0x y H    
(рис. 2) і (2)zG :   , : 0 , 0AD x y x l y    ,   , : 0AB x y x  , 
0 y H  ,   , :CD x y *0,y l x x    (рис. 3).  
 
Рис. 2. Динамічна сітка в області (1)zG  (а) і поверхня величини швидкості 
відносно відповідної області комплексного потенціалу (б) 
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Рис. 3. Динамічна сітка в області (2)zG  (а) і поверхня величини швидкості 
відносно відповідної області комплексного потенціалу (б) 
При розбитті областей 70 20m n   , точності наближення 
510  , модельних параметрах елемента пласта-колектора 10H  м, 
l  20 м і заданих 23 мм10 Па сf   , * 0  , * 1  , знайдено значе-
ння фільтраційних витрат 3м0,023501 добуQ   і 
3м0,022982 добуQ   та координати точки С —  23.946, 1.986  і 
 23.423, 0  для областей (1)zG  і (2)zG  відповідно. 
Висновки. Таким чином, розроблений раніше конструктивний під-
хід до математичного моделювання нелінійних квазіідеальних фільтра-
ційних процесів поширено на випадок безнапірного руху нафти у нафто-
вому пласті. Запропоновано методику розв'язання крайових задач для 
криволінійних областей з вільною межею, обмежених лініями течії і ек-
віпотенціальними лініями, на основі синтезу числових методів конфор-
мних відображень та сумарних зображень. Побудований алгоритм за-
безпечує можливість автоматичного розрахунку динамічної сітки, обчи-
слення повної фільтраційної витрати, знаходження невідомої ділянки 
межі і координат точки перетину її із заданою ділянкою та значення по-
тенціалу (напору) у цій точці. Проведено числові розрахунки характер-
них параметрів фільтрації у модельному пласті-колекторі. Поєднання 
методів комплексного аналізу (обернень конформних відображень) і 
формул сумарних зображень для наближення внутрішніх вузлів дозво-
лило покращити існуючі алгоритми розв'язання такого класу задач. 
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